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In diesem Modul werden die Anderungsraten von
Funktionen untersucht, d.h., es wird analysiert, ob
Graphen steigen oder fallen bzw. wie steil sie
steigen oder fallen. Bevor du anfangst zu uben,
solltest du eine spontane Selbsteinschatzung in
Form einer Schulnote von 1 bis 6 ab (erste Spalte in
der Tabelle).

AnschlieRend kannst du in deinem Lerntagebuch die
Testaufgaben bearbeiten und mithilfe der ausfuhr-
lichen Musterlésungen auswerten. So erkennst du
deine Starken und Schwéchen und kannst gezielt
die Standard- und die vertiefenden Aufgaben zu
diesem Modul tben.

Selbstelnschatzung
Spontane SE nach SE nach
Selbsteinschatzung | Bearbeitung der Bearbeitung des
(SE) Testaufgaben Moduls

1. Ich kann an den Graphen einer ganzrati-
onalen Funktion eine Tangente zeichnen

d-‘
und deren Gleichung (ndherungsweise)
ablesen.

2. lech kann die Ableitung einer ganzrationa-
len Funktion nach den Ableitungsregeln
bestimmen.

3. leh kann mithilfe der Ableitung die Glei-
chung einer Tangente an den Graphen
einer ganzrationalen Funktion berechnen.

4. Ich kann anhand des Graphen einer
Funktion erkennen, wo die zugehérige
Ableltung positiv bzw. negativ ist.

5. lch kann den Graphen der Ableitungs-
funktion skizzieren, wenn der Graph der
Ausgangsfunktion gegeben ist.

6. Ich kann beschreiben, welche Bedeutung
die Ableitung einer Funktion hat, wenn f
einen Sachzusammenhang beschreibt.

7. lch kann die durchschnittliche Ande-
rungsrate einer Funktion innerhalb eines
Intervalls sowie die momentane Ande-
rungsrate an einer Stelle berechnen.

8. Ich kann untersuchen, an welchen Stellen
die Ableitung einer gegebenen Funkti-

on ibr Vorzeichen éndert, und daraus ¢
Schlussfolgerungen flr den Verlauf des
Graphen ziehen.

MY

Viel Erfolg



E2-M6 VeranderungenAbl 1-TestAufg.doc

Ma Jg: Ab: Vertiefungsfach Mathe Sj:
Name: M6 — Veranderungen/Abl - Testaufgaben Datum:

Die Aufgaben 1-8 beziehen sich auf die Punkte 1-8 der Selbsteinschatzung. Bearbeite die Aufgaben und
kontrolliere dann deine Losung mithilfe der Musterlosungen auf den folgenden Seiten.

1 Zeichne die Tangente an den Graphen im Punkt
P(110,5) ein und bestimme die zugehdrige Geraden-
gleichung.

Tangentengleichung: t(x) =

5 Der Graph der Funktion f ist gegeben. Skizziere
den Graphen der Ableitungsfunktion f’ in dasselbe
Koordinatensystem.

2 Bestimme jeweils die erste Ableitung.
a)f(x)=x>+2x2-x+4

b)f(x) = (x +7)(x = 7)

of,t)=atd+t

3 Bestimme die Gleichung der Tangente an den
Graphen von f mit f(x) = 2x3 - x + 1in P(2|f(2)).

t(x) =

4 Gib die Bereiche an, in denen die Ableitung der
Funktion f positiv bzw. negativ ist.

Ableitung positiv:

Ableitung negativ:

6 Die Funktion f mit f(x) = 1,5x2 gibt die Strecke
(in m) an, die ein Auto x Sekunden nach dem Start
zuriickgelegt hat. Berechne f'(2) und beschreibe die
Bedeutung dieses Wertes.

f(2)=

Bedeutung im Kontext:

7 Die Funktion f mit f(x) = 0,13 + 2x2 + 18 gibt
fiir 0 = x = 12 naherungsweise die Hohe einer Pflan-
ze (in cm) x Wochen nach dem Einpflanzen an.

a) Berechne die durchschnittliche Wachstumsge-
schwindigkeit v, der Pflanze in den ersten 12 Wo-
chen (in cm pro Woche).

Vp: cm/Woche

b) Berechne die momentane Wachstumsgeschwin-
digkeit v, nach 6 Wochen (in cm pro Woche).

Vg = cm/Woche

8 Untersuche, an welcher Stelle die Ableitung
von f(x) = x? + 2x ihr Vorzeichen wechselt. Welche
Schlussfolgerung lasst sich hieraus fiir den Graphen
von f ziehen?

Vorzeichenwechsel der Ableitung bei x =

Fiir x < ist die Ableitung
Fir x > ist die Ableitung
Der Graph hat bei x = einen

Viel Erfolg
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Kontrolliere mithilfe der folgenden Musterlésungen deine Losungen der Testaufgaben. Fiihre dann eine er-
neute Selbsteinschatzung der wichtigsten Kompetenzen im Bereich Verdnderungen untersuchen - Ableitung”

durch.

1 Tangenten einzeichnen und Gleichung bestlmmen
Man zeichnet zunéchst den Punkt |
P(110,5) ein. Die Tangente ist die Gera-
de, die den Graphen in P beriihrt. Mit-
hilfe eines Steigungsdreiecks kann
man erkennen, dass die Steigung der , | |
Tangente m = 1 betrégt. Der y-Achsen- T ' i 5
abschnitt der Tangente betragt e -/ T
n =-0,5, da die y-Achse beiy = - 0,5 ge-
schnitten wird. Die Gleichung der Tan-
gente lautet folglich:

t(x)=1x-0,5 bzw. t(x) = x - 0,5.

2 Bestimmen der Ableitung nach den Ableitungsregeln

a) f() =x3+2x2 - x + 4, also b) f(x) = (x + 7)(x - 7) = x2 - 49, also

() =3x2+4x-1

Jeder Summand wird nach der Potenz-
regel und der Faktorregel abgeleitet.
Man muss hierbei beachten, dass der
vorletzte Summand (-x) sich auch als
-x schreiben ldsst und dass das abso-
lute Glied (+4) beim Ableiten wegfallt.
Die gesamte Ableitung ergibt sich mit-
hilfe der Summenregel.

f'(x)=2x

Man muss die Klammer auflésen, be-
vor man die Ableitungsregeln anwen-
den kann.

o) f,(t)=at® +t, also fa(t) =3at2+1
Die Variable ist hier t, a ist eine

feste (aber beliebig wahlbare) Zahl.
Daher muss nach t abgeleitet werden.
a wird beim Ableiten wie eine Zah| be-
handelt.

3 Berechnung von Tangentengleichungen mithilfe der Ableitung

Es gilt: f(2)=2-23-2+1=15

Der Punkt P hat somit die Koordinaten P(2]15). Die Ableitung an der Stelle x = 2
entspricht der Steigung der Tangente im Punkt P(2[15). Nach den Ableitungsre-
geln erhalt man f'(x) = 6x2 - 1und somit f'(2) =6 - 22 - 1 = 23,

Die Steigung der Tangente in P betragt folglich m = 23,

Man kann nun die Koordinaten von P in die Gleichung y = 23x + n einsetzen, um

den y-Achsenabschnitt der Tangente zu
15=23-2+n | - 46

-31=n

Die Gleichung der Tangente an den Gra

t(x)=23x-31.

berechnen. Man erhalt:

phen in P(2[15) lautet folglich

4 Am Graphen ablesen, wo die Ableitung p05|t|v bzw. negativ ist

Fiir x < -2 fallt der Graph, daher sind Ly é
hier die Tangenten an den Graphen S I S !
alle fallende Geraden mit negativer bt —
Steigung und die Ableitung ist negativ. —— A
Fiir -2 < x < 2 steigt der Graph an, da- ':2 e :1 2 L
her muss hier die Ableitung positiv b o-2d L

sein. L | .

Fiir x > 2 fallt der Graph wieder und 5{5"3 ;am ' Sr:aph Ste'gt ' ?{f{’f éam'
die Ableitung ist negativ. () >0

Die Tangente'im Punkt P
ist eine Gerade, die den
Graphen |m Punkt P beriihrt.

e

L e

Geradengleichung:
y=mx+n
m st die Steigung. Sie gibt
an, um wie viele Einheiten
die Gerade ansteigt oder
fallt wenn man eine Einheit
nach rechts geht.
n ist der y-Achsenabschnitt.
Die Gerade schneidet in
5,(0[n) die y-Achse.

I AT T e 0

Potenzregel
f(x) = x" = ' (x) = nx""
Faktorregel
O =r-gx)
=X =r-g'x
Summenregel
f(x) =g +h(x)
= f'(x) = g(x)+h(x)

i e T T

et e s s

e e

Die Ableitung an der Stelle x ¢

entspricht der Steigung der

Tangente im Punkt P(xlf(x))

TR S A S A

Wenn die Steigung m
bekannt ist, ldsst sich der
y-Achsenabschnitt der Tan-

| gente im Punkt P berechnen,

indem man m und die
Koordinaten von P in die
Gleichung y = mx + n ein-

e

Wenn f'(x) > 0 in einem
Intervall I ist, dann ist f
in diesem Intervall streng

i

Sporacanes

setzt und nach n auﬂost !

monoton zunehmend.

| P T L

Wenn f'(x) < 0 in einem
Intervall I ist, dann ist f
in diesem Intervall streng

abnehmend. 1
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5 Graph der Ableitungsfunktion skizzieren

Man erkennt, dass der Graph von f fiir x < -2 steigt, daher muss fiir x < -2 die Ab-
leitung positiv sein und der Graph von f' oberhalb der x-Achse verlaufen.

Flr -2 < x < 2 ist der Graph fallend, weshalb die Ableitung negativ ist und der
Graph der Ableitungsfunktion unterhalb der x-Achse verlduft. Fiir x > 2 ist der
Graph von f wieder ansteigend und der Graph von f’ entsprechend oberhalb der
x-Achse.

Man erkennt auerdem, dass die Stei-

gung der Tangente und somit der Wert

der Ableitung im Punkt P(0|0) etwa -1 |
betragt.

Wenn man beriicksichtigt, wie steil der
Graph von f steigt bzw. fallt, erhalt

LA Sa

ff
Graph von f

|
!

Graph von f

. Graph ‘von f
man den rechts abgebildeten Graphen steigt an: fllt: ! steigt an:
der Ableitungsfunktion. f(x)>0 <0 L0 >0

6 Bedeutung der Ableitung im Sachzusammenhang

Mithilfe der Ableitungsregeln erhalt man aus der Funktion f(x) = 1,5x2 die Ablei-
tungsfunktion f'(x) = 3x.

Wenn man in f'(x) den Wert x = 2 einsetzt, erhdlt man: f'(2)=3-2=6.

Die Ableitung beschreibt die momentane Anderungsrate. Die momentane Ande-
rungsrate entspricht hier der Geschwindigkeit in 7. Das Auto fahrt also nach 2 Se-
kunden mit einer Geschwindigkeit von € 7. Dies entspricht einer Geschwindigkeit
von 21,6 kT"', denn 1% entspricht 3,65,?.

7 Durchschnittliche Anderungsrate und momentane Anderungsrate

a) Die durchschnittliche Geschwindigkeit in den ersten 12 Wochen entspricht der
durchschnittlichen Anderungsrate im Intervall [0; 12]. Diese erhilt man, wenn
man die Steigung der Sekante durch die Punkte P,(0|f(0)) und P,(12|f(12)) be-
rechnet. Mit f(0) =18 und f(12) = -0,1- 123 + 2 - 122 + 18 = 133,2 erhélt man die
Punkte P;(0]18) und P,(12]133,2).

Die Steigung m der Geraden durch P, und P, betrigt also: m = “on— "

12-0 = 9,6.
Folglich betragt die durchschnittliche Wachstumsgeschwindigkeit der Pflanze in
den ersten 12 Wochen 9,6 cm pro Woche.

b) Die momentane Anderungsrate entspricht der momentanen Geschwindigkeit.
Man erhdlt diese, indem man die Ableitung zum gesuchten Zeitpunkt berechnet.
Mithilfe der Ableitungsregeln erhalt man aus f(x) = -0,1x3 + 2x2 + 18 die Ablei-
tungsfunktion f'(x) = -0,3x2 + 4x.

Wenn man x = 6 in f'(x) einsetzt, erhélt man f'(6) =-0,3- 62 + 4 - 6 = 13,2.

Die Wachstumsgeschwindigkeit nach 6 Wochen betrégt also 13,2 cm pro Woche.

8 Vorzeichen der Ableitung rechnerisch untersuchen
Mithilfe der Ableitungsregeln erhélt Wenn man in die Ableitungsfunktion

Uberlege:

Wo ist die Ableitung positiv
bzw. negativ, d.h., wo muss
der Graph der Ableitungs-
funktion oberhalb bzw.
unterhalb der x-Achse ver-
laufen?

Wo steigt der Graph von f
steil an bzw. wo falit er steil
ab (betragsmafig grofie
Werte der Ableitung)?

Wo steigt der Graph von f
nur wenig bzw. wo féllt er
wenig ab (betragsméfig klei-
ne Werte der Ableitung)?
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Die Ableitung entspricht der
momentanen Anderungsrate.

Wenn eine Funktion die
zuriickgelegte Strecke inner-
halb einer Zeit x beschreibt,
dann gibt die Ableitung die
Geschwindigkeit zum Zeit-
punkt x an.

T A AR G T

(R B Ay ot e e B

Die Steigung m der Sekante
durch P (x;1y;) und P,(x;|y,)
entspricht der durchschnitt-
lichen Anderungsrate im
Intervall [x,; x,].

e Y2 ¥
Es gilt: m =5 =x.

————

YA P IR K A T T

Die Steigung m der Tangente |

im Punkt P(x, |y, entspricht

der momentanen Anderungs- |

rate der Funktion f. Man
erhdlt sie durch die Berech-
nung der Ableitung an der
Stelle x,, d.h. f'(x).

man aus f(x) = x2 + 2x die Ableitungs-
funktion f'(x) = 2x + 2. Um zu liberle-
gen, wann f'(x) > 0 bzw. f'(x) < 0 ist,
berechnet man zunachst die Nullstel-
len der Ableitung.

2x+2=0 |-2
2x=-2 |:2
X=-1

Was passiert nun, wenn x < -1 bzw.
X >-1ist?

verschiedene Werte fiir x einsetzt, er-
kennt man, dass f'(x) > 0 ist, wenn

X > -Tist und f'(x) < 0 ist, wenn x < -1
ist. Es gibt also einen Vorzeichenwech-
sel der Ableitung bei x = =1. Fiir alle

X < -1ist die Ableitung negativ. Fiir alle
X > -1 ist die Ableitung positiv. Der
Graph féllt also links von x = =1 und
steigt rechts von x = =1. Somit hat er
bei x = -1 einen Tiefpunkt.

Strategie: ;
1. Berechne die Nullstellen |
der Ableitung. :
2. Untersuche, welches Vor- |
zeichen die Ableitung links
und rechts der Nullstellen |
der Ableitung hat.
3. Uberlege, welche Schluss- |
folgerung man aus den
Ergebnissen in 1und 2 fiir |
den Verlauf des Graphen |
ziehen kann.



